Comportememt asymptotique des suites et des fonctions
Exercices - Corrigé
Exercicel (n°15p 28)

On a pour tout x > 0,
100x—-2 100x (1 - 1) ~ 100 (1 - =)

- 3 - 3
x+3 x(1+2) 1+
2 3
Orl- — letl+— —1quand x — +oo donc finalement,
100x X
100x -2
=100.

Donc la droite d’équation y = 100 est asymptote horizontale en +oo.

Exercice2 (n°16 p 28)

On a pour tout x > 0,
x*=100x=x"1—-—].
X

100
Or1- — — 1 quand x — +oo donc
X
lim x*-100x = +oo.
X—+00

[In'y a pas d’asymptote.

Exercice3 (n°17 p 28)

Ona
. x%+3 X2
lim = lim — =+o0.
x—+00 x—1 xX—+00 X

Par ailleurs, pour tout x > 1, on a

x%+3

4
=x+1+——.
x—1 x—1

Donc la droite d’équation y = x + 1 est asymptote en +oo.

Exercice4 (n°18p 28)
Ona
_ x2 X
lim —— = lim — =+oo0.
x—+oo x+1 x—+400 x
Par ailleurs, pour tout x >0, on a
2
X 1
=x-14+——-.
x+1 x+1

Donc la droite d’équation y = x — 1 est asymptote en +oo.

Exercice 5 (n°23p 29)

5
Ona liIP 1— — =1doncla droite y = 1 est asymptote horizontale en +oco. Par ailleurs,
X—+00 X

5 5
09<l-—-<lle-1<-—<0.1x>50.
X X



Exercice 6 (n°24 p 29)

.o x+1 ) X . .
Ona lim —— = lim — =0doncladroite y =0 est asymptote en +oo. Par ailleurs,
x—+oo x2 x—+oo x2

x+1 x+1 5

“01<—5-<0100<—5-<0120<x+1<0.1x" & x>11.
X X

Exercice 7 (n°25 p 29)

) 2 3 . .
Ona lim 1-—+— =1doncladroite y =1 estasymptote en +oo. Par ailleurs,
X—+00 X X

2 3 2 3
1—0.1<1——+—2<1+0.1©—0.1<——+—2<0.1@x>20.
X X X X
Exercice 8 (n°26 p 29)

5
La droite y = x + 2 est asymptote oblique en +oo donc 11111 X+2—— =+o0. Par ailleurs,
X

X—

5
-0.1<—-——<0.1 x>50.
X

Exercice 9 (n°27 p 29)

5
La droite y = 2x + 3 est asymptote oblique en +oco donc xlirp 3 - —+2x = +oo. Par ailleurs,
—+00 X

5
-0.1<—-——<0.1 x>50.

X
Exercice 10 (n°28 p 29)
Pour tout x>0, o0na
x®—5x+3 3
=x-5+=.

X x

Donc la droite y = x — 5 est asymptote en +oco. En outre, xlirP Ao5u43 thP x; = +o0. Par ailleurs,
— 100 —1+00

3
-0.1<—-<0.1< x>30.
X



Exercice 11 (n°29p 29)

1) On cherche a résoudre I'inéquation 0.9 < f(x) < 1.11i.e.

1
—-0.1l1<——<0.1x+2>10 x>8.
xX+2

2) De maniere analogue, on a

1
0.99< f(x) <1.01 © -0.01 < ———<0.01 & x>98.
X+2

3) A faire sur une calculatrice.
4) Ona

1 1
1-E<f(x)<1+4E® -E<—-———<E&x>—-2.
x+2 E

5) Donc lirP f(x) =1 et ainsi la courbe de f admet en +o0 une asymptote horizontale d’équation
X—+00
y=1

Exercice 12 (n°32p 30)
Ona lim 100x—2=298et lim x+3=0donc

x—-3 x—-3
100x -2 100x -2
=+ocoet lim =—00
x—-3 Xx+3 x—-3 Xx+3
x>-3 x<-3

Ainsi la droite d’équation x = —3 est asymptote verticale.
Exercice 13 (n°33 p 30)

. 100 o -
Ona hrr(l) x% - —5 = —oo donc la droite d’équation x = 0 est asymptote verticale.
X— X

Exercice 14 (n°34p 30)
2

3
T +00 car lin% x—1=0et|x—1|=0 pour tout x € R. Donc la droite d’équation x = 1
X—

est asymptote verticale.

Exercice 15 (n°35p 30)

Ona
X X
im —— =-ocet lim —— = +o0.
x—-1x+1 x—-1x+1
x>-1 x<-1

Donc la droite d’équation x = —1 est asymptote verticale.



Exercice 16 (n°40 p 30)

Comme pour tout xe R, -1 <sinx<1,ona

1 1
Or lim x—— =+ocoetdeméme lim x + — = 400, alors

x—+00 X x—+00
. sinx
lim x+ = +o00.
x—+00 X
De méme, on déduit de I'’encadremement que
. sinx
lim x+ = —00.
X——00 X

Par ailleurs, la courbe de f admet une asymptote en +oo et en —oo d’équation y = x. En effet,

sinx
lim f(x)-x= hm — =0.
xX—to00 X

Exercice 17 (n°41 p 30)

Comme pour tout xeR, -1 <sinx<1,ona
—l<x+sinx<x+1.

Or lim x—1=+ocoetdeméme lim x+1=+oo, alors
X—+00 X—+00

lim x+sinx = +oo.
X—+00

De méme, on déduit de 'encadremement que

lim x+sinx=—o0.
X——00

En revanche cette fois, la courbe de f n'admet pas d’asymptote; en effet, — 1 quand x — o0

fx
X
mais f(x) — x n'a pas de limite en +oco ou en —oo.

Exercice 18 (n°42p 30)

On a pour tout x € R, f(x) = x(1 +sinx). Or la parentheése n’a pas de limite et change de signe donc f
n’a pas de limite ni en +oo ni en —oco.

Exercice 19 (n°43p 30)

in
Ona f(x) = (1+T) donc
XEIme(x) =+ooet xgrpmf(x) = 400,
sin x . fx) sinx
car 1+ —— = 0 pour tout x # 0. Par ailleurs — = x|1 + — | — +oco quand x — +oo doncla courbe
X X X

de f n"admet pas d’asymptote.



Exercice 20 (n°44 p 30)

Ona
lim f(x)= lim x*=+occet lim f(x)=—oo.
X—+00 X—+00 X——00

Par ailleurs, M — 400 quand x — too donc la courbe de f n'admet pas d’asymptote.
X

Exercice 21 (n°45 p 30)
Ona ] 1
xl—1>1-1+loof(x) - xl—l}Poo? =0et x1—1>r—noof(x) - x1—1>IPoo F =0.

Donc la courbe de f admet une asymptote horizontale d’équation y = 0 en +oo et en —oo.

Exercice 22 (n°46 p 30)

Ona . B
xl—l-IPoof(x) - xl—l»IPoo ? =0et xl—lvgloof(x) - xl—lvrPoo E =0

Donc la courbe de f admet une asymptote horizontale d’équation y = 0 en +oo et en —oo.

Exercice 23 (n°47 p 30)

Ona
lim f(x)= lim —5x°=—ocoet lim fx) = lim -5x% = —c0.
X—+00 X—+00 X——00 X——00

fx)

Par ailleurs, —— — +o00 quand x — +oo, donc la courbe de f n’admet pas d’asymptote.
b

Exercice 24 (n°48 p 30)
Ona

. X . X . . =5
xl—l>I-Ii—loof(X) a xl—l}}-loo? h O’XI—IEloof(X) a xl—lgloo? =0et xlin}zf(X) xlin}Z (x+2)2 T

Donc la courbe de f admet une asymptote horizontale d’équation y = 0 en +oo et en —oco mais aussi
une asymptote verticale d’équation x = —2.

Exercice 25 (n°49 p 30)

Ona

1
lim f(x) =lim — =+oc0et lim f(x)= lim f(x)= lim ﬁ =0.
x—0 x—0 X X—+00 X—+00 Xx—+oo X

Donc la courbe de f admet une asymptote verticale d’équation x = 0 et une asymptote horizontale
en +oo d’équation y = 0.
Exercice 26 (n°50 p 30)

Pour tout xR, on a

fX)=x-x x:x\/}(%—l).
fx)

Donc xhr-P f(x) = —oo. Par ailleurs, — = 1—-y/x — —oo quand x — +oo donc la courbe de f n"admet
oo X
pas d’asymptote.



Exercice 27 (n°51 p 30)
Ona

lim f(x)= lim vV2x=+ocoet lim f(x)= lim v2x=—oo.
X—+00 X—+00 X——00 X——00

X 3 1 1
En outre, m =V2+Z-— \/Qquandx—>+ooetf(x)—\/§x:3——,—»3quand
X x x(x+sinx) X+sinx

x — +oo. Donc la courbe de f admet une asymptote oblique en +oco d’équation y = v/2x + 3.

Exercice 28 (n°53 p 31)

1) Onauyg=0, u; =04, up =0.44, uz = 0.444 et uy = 0.4444.

2) Par définition, pour tout n € N, on a u,4; — Uy > 0 donc la suite (u;) est strictement

= 10n+1
croissante.
Par définition, le premier chiffre apres la virgule de u,, est 4 donc u;, < 1 pour tout n € N.

3) Ainsi (uy) est croissante et majorée donc (u;) converge. Notons a sa limite. On a par définition
0.4 < u, = 0.5 pour tout n € N, donc par passage ala limite

04<a<0.5

4
4) Par construction de la suite, a = 0.444444... donc 10a=4+adotia = 3

Exercice 29 (n°57 p 31)

1 1 1
On peut choisir u, =1—-—ouu,=1-— ou u, =1— — pourtout n=1.
P n n n 2 n \/ﬁp

Exercice 30 (n°58 p 31)

1 1 1
On peut choisir u, =1+ — ou un:1+—20u Up=1+—pourtoutn=1.
n n vn

Exercice 31 (n°59p 31)

n

. sinn
On peut choisir u, =1+ ouu,=1+——pourtoutn=1.
n

Exercice 32 (n°60 p 31)

On peut choisir 1, = n ou u, = n? pour tout n € N.

Exercice 33 (n°61 p 31)
Une telle situation n’est pas possible.

Exercice 34 (n°62p 31)

(-n" sinn
ouu,=n+

On peut choisir u, =n+ pour tout n = 1.



Exercice 35 (n°80p 32)

1) Soit a, b, c € R. On a pour tout x € R\{1}

¢ _ax(x-1)+bx-D+c ax*+(b-a)x+c—b
x—-1 x—1 B x—1

ax+b+

|
[\
Q

Donc on a a résoudre 2 Donc pour tout x € R\{1},on a

a =
b—-a = 3 ©<{ b =5
c—-b = =2 c = 3

3
X)=2x+5+——.
f& x—1

3
2) Donc xlir+n fx)-(2x+5) = l1m 1= =0, de méme hm f(x) (2x +5) = 0 donc la courbe de
—+00

+00 X —
f admet une asymptote obhque d’équation y=2x+5 en +oo et en —oo.
3
3) Par ailleurs, pour tout x > 1, on a f(x) — (2x+5) = 1 > 0 donc quand x > 1, la courbe de f

est au-dessus de son asymptote et quand x < 1, on a f(x) — (2x +5) < 0 donc la courbe de f est
en-dessous de son asymptote.

Exercice 36 (n°81p 32)

1) Pourtout xR, ona

B+x2+3x-2 x(xZ+D)+x%+1)+2x-3 2x-3
= =x+1+ .
x2+1 x2+1 x2+1

f)=

2) Doncla courbe de f admet en +00 et en —oo une asymptote oblique d’équation y = x+ 1. En effet,

. x—-3
xlirirlmf(x) -(x+1= hmoo 21

2x—3 3
3) Par ailleurs, pourtoutxeR,ona f(x)—(x+1) = Zi1 doncsi x> 2 la courbe de f est au-dessus
X

3
de son asymptote et pour x < 2 la courbe de f est en-dessous de son asymptote.

Exercice 37 (n°103 p 34)

1) Pourtout x>0,o0na

f)=x+Vx2+x+1=x+ x2 1+ +—2 =x+x\/1+— +—2_x(1+\/1+ +—)
\/ x x

fx

Donc lim f(x)=+o0et —— — 2 quand x — +oo. Par ailleurs,
X—+00 X

2 2
X“+x+1—x x+1 1
fxX)—2x=-x+Vx2+x+1= = — — quand x — +oo.
X+VxX2+x+1 x+Vx2+x+1 2



1
Donc la courbe de f admet en +oo une asymtpote oblique d’équation y = 2x + >

De maniére analogue, si x <0, on a

1
x - x? 1+ —x-1 1
fX)=x+Vx2+x+1=x- x\/1+ t 3 )— —Equandx—>—oo.
x+x\/1+}€+x2 X+x/1+3+%

Donc la courbe de f admet une asymtote horizontale d’équation y = _5 en —oo.

Exercice 38 (n°79 p 165)

1) Le calcul donne pour les premiers termes de la suite :
Ug=5u; = -0.5, Uy = —3.25, Uz = —4.625, Uy = —5.3125,
us = —5.65625, ug = —5.828125, u; = —5.9140625, ug = —5.95703125...

On peut conjecturer que (1) converge vers —6.

2)

~.10

On retrouve donc la méme conjecture que dans la question précédente.

3) Pourtout neN, on pose H(n): u, = —6.
Par définition, on a uy =5 = —6 donc H(0) est vraie.
Soit n € N tel que H(n) est vraie. Montrons que H(n + 1) est vraie.

u u
Par définition, u,+1 = — — 3. Or u, = —6 donc ?n >-3dou % —3=-6i.e. Uy =—6.
Donc H(n + 1) est vraie.

Le principe de récurrence assure que pour tout n € N, u, = —6.

Upep 1 3 1 1 .
n =———=>=—+-—=1dol Uy <u,
Un 2 u, 2 2

(car Au, <0 A). Donc (u,) est décroissante. Finalement, (u,,) est décroissante et minorée donc

Par ailleurs, pour toutneN, u, <0 et —



4)

1
(1) converge. Notons [ sa limite. Par définition, pour tout n €N, 1,41 = 2 U, —3 donc en passant
1
ala limite, on obtient [ — El —3doul=-6.

. 1 1 v P .
SoitneN.Ona v,y =up1+6=-uy,—-3+6=-u,+3= -2 Donc (vy,) est géométrique de raison

1 1\" 11
5. D’ol1 pour tout neN,ona v, = vy (5) = 2_” Ainsi, u, = 2_” — 6 donc on retrouve que (u;) est

décroissante, minorée par —6 et (1) converge vers —6.

Exercice 39 (n°80 p 165)

1)

2)

3)

4)

Le calcul des premiers termes de la suite (#,) donne
Upg = 1, uy = —8, Uy = —26, Uz = —62, Uy = —134, Us = —278, Ug = —566, u; = —-1142...

On peut donc conjecturer que (u,) diverge vers —co.
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On retrouve donc la conjecture de la question précédente.

On pose pour toutneN, H(n) : u, < 1.

Par définition 1y = 1 donc H(0) est vraie.

Soit n € N tel que H(n) est vraie. Montrons que H(n + 1) est vraie.

Onau,. =2u,—10<-8<1donc H(n+1) est vraie.

Le principe de récurrence assure que pour tout n €N, u, < 1.

Par ailleurs, pour tout n €N, u,+1 — Uy = Uy — 10 < -9 <0 donc (u,) est décroissante.

Supposons que (u,) converge vers une limite finie a, alors a = 2a— 10 d’olt a = 10. Or on a dé-
montré que u, < 1 pour tout n € N, donc (u,) ne peut pas converger vers une limite finie. Comme
(uy,) est décroissante, elle diverge nécessairement vers —co.

Par définition, pour tout n € N, on a v,41 = Up+1 — 10 = 2u, —20 = 2v,. Donc (v,) est géométrique
de raison 2. Donc pour tout n €N, v, = 19.2" = -9 x 2" — —oo quand n — +oco.

D'olt uy = v, +10=-9x 2"+ 10 — —oco quand 1 — +oo.



Exercice 40 (n°81 p 165)

1)

2)

3)

4)

. . 1 .
(uy) est constante si pour tout n € N, Uy = uy ie. a= 5“ +10. Donc (u;) est constante si et
seulement si a = 15.

1
La fonction f: x — gx + 10 est croissante sur R donc (u;) est monotone. Plus précisément, si

Uy < U, alors on montre par récurrence que (u,) est croissante et si ug > u;, (1) est décroissante.
En particulier, si a < 15, alors (u;) est croissante et si a = 15, alors (u,,) est décroissante.

Supposons tout d’abord que a < 15. Montrons par récurrence que pour tout e N,ona H(n): a <
u, <15.

Par hypothese, H(0) est vraie.

Soit n € N tel que H(n) est vraie. Montrons que H(n + 1) est vraie.

On a a < uy, < 15 donc comme (u;) est croissante (puisque a < 15), on a a < u,4;. Par ailleurs,
comme u, < 15 et que f est croissante, on a u,41 = f(u,) < f(15) = 15. Donc H(n + 1) est vraie.
Le principe de récurrence assure que pour tout n € N, a < u, < 15. On montre de maniére ana-
logue que si a = 15, on 15 < u, < a. Ainsi (u,) est bornée. Finalement, (u,) est monotone et

1
bornée donc elle converge. Notons [ sa limite. [ vérifie [ = gl +10donc I =15.

1 1 v
SoitneN.Ona v, =—up+1 +15=——u, —10+15=—=u, +5= - Donc (vy,) est géométrique

v 15-a . . 15—a
= .A1n51un:15—vn:15—3—n—>15quandn—>+oo.0n

. 1 .
de raison —. D'ou v, = — =
z 3 3-n 3n . . P .
retrouve également que si a < 15, alors (1) est croissante et si a = 15, alors (u,) est décroissante.

Exercice 41 (n°83 p 165)

1

2)

1 | i
o8 | | ||I
L i
L M
Lo i
Lo i
I i
|

|

oo 0z 04 0g 0g 1.0 12 14 1.6 1.8 2.0

La suite (u,) semble croissante et converger vers 1.
La fonction f est dérivable sur R* et pour tout x € R*, on a

34+x)-(2+3x) 10 o
4+ x)? T @+

flx)=

10



Donc f est croissante sur R*. Le tableau de variations de f est le suivant :

x |0 +00
f'(x) +
3
fx /
1
2

3) SoitxeR*.Ona
2+3x 5
f(x)=x©r=x©2+3x:4x+x ox=-2oux=1.
X

Donc si (1) converge, c’est vers —2 ou 1.

2+ 2+3uy, 10+5u,
. 2+ Ups1 Tru, a+u, 10+5u, 5
4) SoitneN.Ona v, = 1 = 3 = oo = > > :51,”.
—Uu — 22 £ &%n —-2U
n+l 1 4+uy, A+u, n

Donc (v,,) est géoémtrique de raison 3 dou1 v, = vy (5) =3 (5) pour tout n € N.

+ Uy .
Orv, = donc u,(1-v,)=v,—2i.e.
v _2 3 § n_
Up=—= (é)n — 1 quand n — +oo.
Vn+1 3(2) +1

. 1 .
Enfin, f est croissante donc (u,) est monotone et comme 1y = 1 et u, — 1, alors nécessairement
(uy,) est croissante.

Exercice 42 (n°104 p 168)

1) Soita,b>0.0na

a+b Vab = a+b Jab %bJr\/ab_%—ab_ a?—2ab+b*  (a—Db)? >0
2 Tvan= 2 —va &b,/b_&b ,/b_ a+b 4 (axb -
7 tva 7 tva 4( 3 +\/ab) 4( > +\/ab)
a+b
Donc > =Vab.

2) a./ Le calcul des premiers termes donne
uy=1,u; =1.41421356, up =~ 1.456475, uz ~ 1.496791, uy ~ 1.456791...

vo=2,v1 =1.5,vy = 1.457106, v3 = 1.456791, vy = 1.456791...
Les suites (u,) et (v,) semblent converger vers la méme limite.
b./ D’apres la question 1), on a que pour tout n €N, u, < vy,.
c./ SoitneN.Ona v, = u, donc u,v, = ufl etdonc uu4+1 = /Up vy = Uy, donc (uy,) est croissante.

Up+ Uy

De maniere analogue, on a u, < v, donc v, = < v, donc (v,) est décroissante.

d./ D’apres les questions précédentes, on a
UpSUIS U< SU,SVp<--=<Vy=V] <VypourtoutneN.

Donc (uy) et (v,;) sont bornées par ug et vo. Comme elles sont bornées, elles convergent.

11



/

e./ Notons [ la limite de (u,) et I’ celle de (v,,). Alors I’ = donc I = I'. Ainsi, (u,,) est crois-

sante, (v,) est décroissante et (i, — v,) tend vers 0 donc (u,) et (v,;) sont adjacentes.
f./ SoitneN, ona
Up+ Uy
Un+t1 —Up+1 = > —VUnln

(3

—UnpUn

2
Uy + v, —2Upty

4(*3t 4\, vy)

(un— Vn)z

(tn + vy +2\/Unvy)

2
1 (un— Un)2
2

1
2
Un+l —Up+1 = g (Up—vp)°.

8
g./ Pourtoutn €N, onpose H(n): v, —uy < g2’

8
Onavg—uy=2-1=1 etﬁzldonc H(0) est vraie.

Soit n € N tel que H(n) est vraie. Montrons que H(n + 1) est vraie.

Ona
1 8 8
8 (8@n)? 8"+’

1
2
Un+l — Un+1 = g (Up—Vp)° <

Donc H(n + 1) est vraie. 8

g2n”
h./ Soit n € N. D’aprés ce qui précéde, u;, est une valeur approchée de la limite commune de (u,,)

La principe de récurrence assure que pour tout n €N, v, — U, <

< 10719 Donc deés que n = 4, u,, est une valeur approchée de [/ a2 10710

et (v,) dés que 8@

pres.
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